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íé÷åñôä áéùçú øéáçú :'á ÷øô

åúåà øå÷çì ùâéð äúò ,ä÷éèîúîä úôù àåäù ,íéñçéä áéùçú úà øéëäì åðãîì íãå÷ä ÷øôá
íùì .íéøù÷ä ìù ãå÷ôéúä úà ÷ø àìà åìåë íéñçéä áéùçú úà øå÷çð àì ïåùàøä áìùá .éãåñé ïôåàá
úéèîúîä äôùä åðéà íé÷åñôä áéùçúù úåøîì .íé÷åñôä áéùçú úàø÷ðä úîöîåöî äôù äðáð êë
úà áèéä øéëäì ìëåðù àéä äðåùàøä .úåìéòåî úåàöåú ùåìù äæ áéùçú ø÷çì åéäé íéðééðåòî åðà äá
.úáëøåî äôù àåäù íéñçéä áéùçúá ãééî ÷åñòì êøèöðù éìáî úéèîúîä äôùá íéøù÷ä ìù ãå÷ôéúä
äàöåúä .íéñçéä áéùçúá ìåôéèì èåùô íâã åðì ùîùé íé÷åñôä áéùçúá ìåôéèäù àéä äéðùä äàöåúä
ïåâë ,ä÷éâåìì íéëééù íðéàù íéîåçúá íâ úåðééðòî úåàöåú ùé íé÷åñôä áéùçú ø÷çìù àéä úéùéìùä
÷åñòð äæ ÷øôáå ,ä÷éèðîñì øéáçúä ïéá íéðéçáî åðà íé÷åñôä áéùçúá íâ .íééðåøè÷ìà íéìâòîì
åðúåà åùîùé íé÷åñôä áéùçú øéáçúá ìåôéèì ïàë çúôðù íéìëä .ä÷éèðîñì äìéæô êåú ,øéáçúá

.íéñçéä áéùçú øéáçúá ìåôéèì íâ êùîäá
,ãå÷éðä éðîéñ ,úåéúåàä íä úéòáéè äôùáù ,íéðîéñ ìù úåéôåñ úåøãñ íä éäùìë äôùá íééåèéá
äøãéñì ãéîú ïååëúð äøãéñ ìò øáãð øùàë .úåøãñá äøö÷á äúò ïåãð ïëì .÷åñéôä éðîéñå íéøâåñä

.úéôåñ

äøãéñ .1 ≤ m ≤ n íò a1, a2, . . . , am äøãéñ ìë àéä a1, a2, . . . , an äøãéñä ìù àùéøàùéøàùéø .úåøãñ 2.1úåøãñ 2.1úåøãñ 2.1
.m < n íà a1, a2, . . . , an ìù ùîî àùéøùîî àùéøùîî àùéø úàø÷ð úàæ

.1 ≤ k ≤ n íò ak, ak+1, . . . , an äøãéñ ìë àéä a1, a2, . . . , an äøãéñä ìù àôéñàôéñàôéñ
.1 ≤ k ≤ m ≤ n íò ak, ak+1, . . . , am äøãéñ ìë àéä a1, a2, . . . , an äøãéñä ìù òè÷òè÷òè÷

-îù é"ò úåøãñ øôñéîî äøãéñ úøéöé ìù äìåòôä úàæ úåøãñ øôñéî ìù (concatenation) óåøéöóåøéöóåøéö
úåøãñä ìù óåøéöä ,÷åéã øúéì .úçà äøãéñì ,úåðåúð ïä åá øãñä éôì ,úåøãñä úà íéøáç

äøãéñä àåä a1,1, a1,2, . . . , a1,n1 , a2,1, a2,2, . . . , a2,n2 , . . . , am,1, am,2, . . . , am,nm

.a1,1, a1,2, . . . , a1,n1 , a2,1, a2,2, . . . , a2,n2 , . . . , am,1, am,2, . . . , am,nm

àìå íéòåãé íéøáã ìàë óåøéöä úìåòôå òè÷äå àôéñä ,àùéøä éâùåî ìù úåèåùôä úåðåëúì ñçééúð åðà
.ïàë íúåà çéëåð

,úéôåñ àéä úàæ äöåá÷ úåéòáéè úåôùá .Σ-á ïîñð äôùä ìù íéðîéñä úöåá÷ úà .úåæåøçîå íéðîéñ 2.2úåæåøçîå íéðîéñ 2.2úåæåøçîå íéðîéñ 2.2
.úéôåñðéà íéðîéñ úöåá÷ì à÷ååã ÷÷ãæð íéáåùç íé÷îáå ,úéôåñ à÷ååã úåéäì äúåà ìéáâð àì åðçðà ìáà
÷åñòð åðà ïäá úåôùá .åæì åæ úåîåã ïäù úåðåù úåôùá àìà ,úçà äòåá÷ úéèîúî äôùá ÷åñòð àì åðà

.Σ ìù íéðîéñä ãçàì áùçð åðéà çååøä .Σ ìù íéðîéñä ìù úåéôåñ úåøãñ íä íééåèéáä
íéìåëé åðà úåøãñ ïä úåæåøçîäù ïååéëî .úæåøçîúæåøçîúæåøçî íùá àø÷ð íéðîéñ ìù ä÷éø àì úéôåñ äøãéñì
øãâåäù éôë ,úåæåøçî ìù óåøéö ìòå ,úæåøçî ìù òè÷ ìò ,úæåøçî ìù àôéñ ìò ,úæåøçî ìù àùéø ìò øáãì
úà .íéñ÷ãðéà éìá åà íò ,φ, ψ, χ, ρ úåðè÷ä úåéðååéä úåéúåàá ,ììë êøãá ,ïîñð úåæåøçîä úà .2.1-á

.φ1φ2 . . . φn -ë áåúëð φ1, . . . , φn úåæåøçîä óåøéöî úìá÷úîä úæåøçîä

åðà øùàëù íùë úåòîùî íäì ñçééì ìëåðù úåæåøçîá ÷ø àìà úåæåøçîä ìëá ïééðòúð àì åðà
.úéøáò äìéî åðéà äæ éåèéáù äòéá÷ì øáòî "àáàáàá" éåèéáá íéðééðòúî åððéà úéøáòä äôùá íé÷ñåò

.íééåèéáíééåèéáíééåèéá íùá àø÷ð úåòîùî úåìòá úåæåøçîì
x-ìù øîàð åðà íéîòô k φ úæåøçîá òéôåî x íà .íéîòô øôñéî úæåøçîá òéôåäì ìåëé x ïîéñ
íé-x-á øáåãî àì éë ïåëð åððéà äæ úéìîøåôù úåøîì ,íé-x k ùé φ-áù øîàð íâ åðà .φ-á úåòôåäúåòôåäúåòôåä k ùé
àéä éë úàæ úåàèáúä êøãá íéùîúùî åðà .x åúåà ìù úæåøçîá íéðåù úåîå÷îá úåòôåäá àìà íéðåù

.äðáä éàì íåøâú àéäù ùùç ïéàå øúåé äçåð

íééåèéá íäù êëá íéñçéä áéùçú ìù úåàçñåðìå íé÷åñôì íéîåã íé÷åñôä áéùçú ìù íé÷åñôä
úøæòá úåàçñåðä úà åðøöé íéñçéä áéùçúá .øáåãî åéìò äðáîì íàúäá íééø÷éù åà íééúéîà íäù
áéùçúá åðúåùøì íéãîåò åììä íéìëä ìëî .íéúîëäå íéøù÷ä ,äìåòôäå ñçéä éðîéñ ,íééùéàä íéðîéñä
.øúåé íéøö÷ íé÷åñôî ÷ø àìà ïéàî ùé íé÷åñô øåöéì íéìåëé íðéà íéøù÷äå ,íéøù÷ä ÷ø íé÷åñôä
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íé÷åñôî íéìá÷úî íðéàù íé÷åñô íéâöééîä íéãçåéî íéðîéñì íé÷åñôä áéùçúá íé÷å÷æ åðà ïëì
ãâéäì ïîéñ ìòë äéìò áåùçì íéàùø åðàå ,íé÷åñôä áéùçúá ÷åñô äéäú P úåàä ,ìùîì .øúåé íéèåùô
òåãî .íé÷åñô éòåá÷íé÷åñô éòåá÷íé÷åñô éòåá÷ åà ,íééãåñé íé÷åñôíééãåñé íé÷åñôíééãåñé íé÷åñô íäì àø÷ðù íéðîéñ úöåá÷î ïë ìò àöð åðà .åäùìë éèîéúî
úëøòî ìò øáãð øùàë ,ïåúð íéðééðò áöîáù íåùî ?íé÷åñô éòåá÷ íùá íâ åìà íéðîéñì íéàøå÷ åðà
.äðåù úåòîùî íäì äéäú úåðåù úåëøòî ìò øáãð øùàëù úåøîì ,äòåá÷ úåòîùî íäì äéäú ,úîééåñî
çðåî ìåëé íéðåù íéðîæá ìáà ,ïåúð ïîæá äòåá÷ úåòîùî ùé "ìàøùé úðéãî àéùð" éøáòä çðåîì ìùîì
íùá íâ åìà íéðîéñì íéàøå÷ íéúéòì .íéðåù íéùðàì ñçééúî àåä éë ,úåðåù úåéåòîùî ìòá úåéäì äæ
úåîë àáù ÷åñô àåä äæë ÷åñô íé÷åñôä áéùçú úðéçáîù àéä äæ íùì äáéñä .íééîåèà íé÷åñôíééîåèà íé÷åñôíééîåèà íé÷åñô
íé÷åñôä ïî ìá÷úîä " R åà Q " ÷åñôì ,ìùîì ,ãåâéðá íéøçà íé÷åñô ìù äáëøäî ìá÷úî åðéàå àåäù
áéùçúá ùîúùð åá çåðéî íò ùâðúî àåä éë úàæ äøèîì "éîåèà ÷åñô" çðåîá ùîúùð àì åðà .R-å Q

ïåâë íéôñåð íé÷åñô íéé÷åñôä íéøù÷ä úåòöîàá íéøöåé åðà P,Q, R íééãåñéä íé÷åñôä ïî .íéñçéä
.(P ∧Q) ∨ (Q ∧R) ïåâë íéëáåñî øúåé íé÷åñô óàå ,P → Q -å P ∧Q ,P ∨ Q

ïî íéðåùä íéðîéñ ìù ä÷éø àì äöåá÷ ìù íéøáéàì àø÷ð íééãåñéä íé÷åñôäíééãåñéä íé÷åñôäíééãåñéä íé÷åñôä íùá .à .äøãâä 2.3äøãâä 2.3äøãâä 2.3
íé÷åñô äðîñú ,íéâúå íéñ÷ãðéà éìá åà íò ,P,Q, R úåéúåàä .÷éñôä ïîå éðîéäå éìàîùä íéøâåñä

.íééãåñé
íééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷äíééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷äíééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷ä úåòöîàá íéáëøåî íé÷åñô íéøöåé åðà íééãåñéä íé÷åñôä ïî .á
¬-á äðîñðù úéîå÷î-ãç äìåòô ïä åìà .(sentential connectives, propositional connectives)
,(conjunction ,íåîéâíåîéâíåîéâ) ∧-á ïðîñðù úåæåøçîä úöåá÷ ìò úåéîå÷î-åã úåìåòô ùåìùå (negation ,äìéìùäìéìùäìéìù)

.(material implication ,æåîéàæåîéàæåîéà) →-áå (disjunction ,éååéàéååéàéååéà) ∨-á
øù÷ àéäù ,äìåòôä ìò íâå øù÷ ïîéñøù÷ ïîéñøù÷ ïîéñ àåäù ,ïîéñ ìò íâ øáåãî ì"ðä úåìåòôä òáøàî úçà ìëá
,êë .ìéâø ïôåâá äìåòôä úàå äáò ïôåâá ïîéñä úà áåúëð äìåòôì ïîéñä ïéá ìéãáäì éãë .éãåñé é÷åñô
ψ-å φ úåæåøçî éúù ìò äúìòôäù ∧ äìåòôä àéä íåîéâä úìåòôå ∧∧∧∧∧∧∧ ïîéñä àåä íåîéâä ïîéñ ,ìùîì
êøãá äéäú àéäå ,úðúåð äìåòôäù úæåøçîä éäî äìàùá øúåé øçåàî ïåãð åðà .úîééåñî úæåøçî úðúåð
úæåøçîä úéàøð ãöéë åðì äðùî àì äæ áìùá ìáà ,(φ∧∧∧∧∧∧∧ψ) åà (φ)∧∧∧∧∧∧∧(ψ) åà φ∧∧∧∧∧∧∧ψ úåæåøçîä úçà ììë

.úìá÷úîä
úà �������-áå ,ïäî éäùìë äìåòô � ïîéñá ïîñð úçà úáá úåéîå÷î-åãä úåìåòôä ùåìù ìò øáãì ìëåðù éãë

.íéàúîä ïîéñä
äìåòôä úìòôäå ,φ�ψ -á äðîñðù úæåøçî úðúåð ψ-å φ úåæåøçîä ìò � úéîå÷î-åãä äìåòôä úìòôä

.¬φ -á äðîñðù úæåøçî úðúåð φ úæåøçîä ìò ¬ úéîå÷î-ãçä
íäî íéøöåé ,Q-å P íééãåñéä íé÷åñôä ïî íéàöåé åðà ? ¬(P ∧ Q) ∨ R ÷åñôä ìá÷úî ãöéë
÷åñôä ïîå äæ ÷åñôîå ,¬(P ∧Q) ÷åñôä úà ,¬ äìåòôä é"ò ,åðîîå P ∧Q ÷åñôä úà ∧ äìåòôä é"ò
÷åñôì êøãá êë .ìá÷ì åðéöø åúåàù , ¬(P ∧Q) ∨ R ÷åñôä úà ,∨ äìåòôä é"ò íéìá÷î åðà R éãåñéä
åðà íà ÷åñô àéä úæåøçîù øéãâð éììë ïôåàá .øúåé íéèåùô íé÷åñô øôñî êøã åðøáò ¬(P ∧Q) ∨ R

.úàæë êøãá äéìà òéâäì íéìåëé
÷åñô àéä úæåøçî ìë äáù úåæåøçî ìù φ1, . . . , φn äøãéñ àéä íé÷åñô ìù äøéöé úøãéñíé÷åñô ìù äøéöé úøãéñíé÷åñô ìù äøéöé úøãéñ .à .äøãâä 2.4äøãâä 2.4äøãâä 2.4

.åäùìë éãåñé é÷åñô øù÷ é"ò äøãéñá úåîãå÷ úåæåøçîî úìá÷úî àéäù åà éãåñé
úøãéñ àéä P , Q, P ∧Q, ¬(P ∧Q) , R , ¬(P ∧Q) ∨ R úåæåøçîä úøãéñ ,äúò äæ åðàáäù äîâåãá

.íé÷åñô ìù äøéöé
."íé÷åñô ìù äøéöé úøãéñ" çðåîì äøéöé úøãéñäøéöé úøãéñäøéöé úøãéñ øåöé÷á ùîúùð íé÷åñôä áéùçúá íé÷ñåò åðà øùàë

.éäùìë äøéöé úøãéñá úàöîð àéä íà ÷åñô÷åñô÷åñô úàø÷ð úæåøçî .á
.÷åñô àéä ìéòì äîâåãá äøéöéä úøãñá úåæåøçîä ïî úçà ìë ïëì

.äøéöé úøãéñ àéä äøéöé úøãéñ ìù àùéø ìë .à .äîì 2.5äîì 2.5äîì 2.5
.äá ïåøçàä øáéàä àåä φ-ù äøéöé úøãéñ äðùé φ ÷åñô ìëì .á

.äøéöé úøãéñ ìù äøãâää ïî øùé òáåð øáãä .à .äçëåääçëåääçëåä
φ1, . . . , φi äøãéñä .φi = φ äá øùà φ1, . . . , φi, . . . , φn äøéöé úøãéñ úîéé÷ ÷åñô φ-ù ïååéëî .á



2003 øáîáåðá 8 íé÷åñôä áéùçú øéáçú :'á ÷øô 14

.ïåøçàä äøáéà àåä φ-ù äøéöé úøãéñ ,'à éôì ,àéä

.÷åñô àåä éãåñé ÷åñô ìë .à .èôùî 2.6èôùî 2.6èôùî 2.6
.÷åñô àåä ¬φ íâ æà ÷åñô àåä φ íà .á

.÷åñô àåä φ�ψ íâ æà éãåñé é÷åñô øù÷ àåä �-å íé÷åñô íä ψ-å φ íà .â
.÷åñô àåä P ïëìå äøéöé úøãéñ àéä P ãçà øáéà úá äøãéñä P éãåñé ÷åñôì .à .äçëåääçëåääçëåä

úøãéñ àéä φ1, . . . , φn,¬φ äøãéñä éë äàøð .φ1, . . . , φn äøéöé úøãéñ åì úîéé÷ æà ÷åñô àåä φ íà .á
äøãéñá íéðåùàøä íéøáéàä n äøéöé úøãéñ àéä φ1, . . . , φn-ù ïååéëî .÷åñô àåä ¬φ ,ïáåîë ,ïëìå ,äøéöé
úàæ äøãéñ ìù ¬φ ïåøçàä øáéàä íâù øåøá .äøéöé úøãéñ ìù äùéøãä úà íéîéé÷î φ1, . . . , φn,¬φ

åéðôìù φ1, . . . , φn úåæåøçîä ïéá àöîðä φ ìù äìéìùä àåä éë äøéöé úøãéñ ìù äùéøãä úà íéé÷î
.φ1, . . . , φn,¬φ äøãéñá

.ψ1, . . . , ψm -å φ1, . . . , φn úåîéàúî äøéöé úåøãñá ψj-å φi íéøáéà íä æà íé÷åñô íä ψ-å φ íà .â

.÷åñô àåä φ�ψ ïëìå ,äøéöé úøãéñ àéä ,s-á äðîñðù ,φ1, . . . , φn, ψ1, . . . , ψm, φ�ψ äøãéñä éë äàøð
éãåñé ÷åñô àåä s ìù φ1, . . . , φn àùéøä ìù øáéà ìë ïëì äøéöé úøãéñ àéä φ1, . . . , φn -ù ïååéëî
ïååéëî .éãåñé éîå÷î-åã øù÷ é"ò ,s ìù ïëìå ,φ1, . . . , φn àùéøä ìù íéîãå÷ íéøáéàî ìá÷úî àåäù åà
àåäù åà éãåñé ÷åñô àåä s ìù ψ1, . . . , ψm òè÷ä ìù øáéà ìë ïëì äøéöé úøãéñ àéä ψ1, . . . , ψm -ù
ïåøçàä øáéàä ,óåñáì .éãåñé éîå÷î-åã øù÷ é"ò ,s ìù ïëìå ,òè÷ åúåà ìù íéîãå÷ íéøáéàî ìá÷úî

.� øù÷ä é"ò s ìù ψj-å φi íéîãå÷ä íéøáéàä ïî ìá÷úî s ìù φ�ψ

ú íà ,úàæ äéö÷åãðéàá .äîìùä äéö÷åãðéàä ïåëéúä øôñä úéáî ãåò åðì úøëåî .äàìî äéö÷åãðéà 2.7äàìî äéö÷åãðéà 2.7äàìî äéö÷åãðéà 2.7
íâ æà ú äðåëúä ìòá àåä n íà ,n øôñî ìëìå ,ú äðåëúä ìòá àåä 1-ù êë íéøôñî ìù äðåëú àéä
úøçà äøåöá íâ ùîúùð ïàë .ú äðåëúä ìòá àåä éáåéç éòáè øôñî ìë æà ,ú äðåëúä ìòá àåä n + 1
ìëìù êë íéøôñî ìù äðåëú ú éäú .ïî÷ìãë àåä äçåñéðù ,äàìîä äéö÷åãðéàä àéäå äéö÷åãðéàä ìù
n íâ æà ú äðåëúä éìòá íä n-î íéðè÷ä íééáåéçä íééòáèä íéøôñîä ìë íà ,n éáåéç éòáè øôñî

.ú äðåëúä ìòá àåä éáåéç éòáè øôñî ìë ú äðåëúä ìò åìà úåçðäá .ú äðåëúä ìòá àåä
íå÷îá 0-î ,äàìîä äéö÷åãðéàä úà íâå ,äîìùä äéö÷åãðéàä úà íâ ìéçúäì øùôàù ïáåîë .à .úåøòäúåøòäúåøòä

.1-î
ïåø÷ò éë ,äîìùä äéö÷åãðéàä ïî øúåé ÷æç ,úéáéèéàåèðéà äðéçáî ,àåä äàìîä äéö÷åãðéàä ïåø÷ò .á
úàæ ìëáå äîìùä äéö÷åãðéàä ïåø÷ò øùàî ú äðåëúä ïî øúåé äùìç äùéøã ùøåã äàìîä äéö÷åãðéàä
àåä n íâ æà ú äðåëúä ìòá àåä n−1 íàù ùøåã äîìùä äéö÷åãðéàä ïåø÷ò .äð÷ñî äúåàì òéâî àåä
íééòáèä ìë øùàë ÷ø ú äðåëúä ìòá úåéäì n-î ùøåã äàìîä äéö÷åãðéàä ïåø÷ò åìéàå ,ú äðåëúä ìòá

.ú äðåëúä éìòá íä ,n− 1 ÷ø àìå ,åðîî íéðè÷ä íééáåéçä
,ú äðåëúä ìòá àåä 1-ù äùéøãä ïî ÷îçúäì íéçéìöî åðà äàìîä äéö÷åãðéàä ïåø÷òáù äàøð åéðô ìò .â
n-î íéðè÷ä íééáåéçä íééòáèä íéøôñîä ìë íàù äàìîä äéö÷åãðéàä ïåø÷ò ìù äùéøãä .àéä àìå
,ú äðåëúä ìòá àåä 1-ù n = 1 ìù äø÷îá úùøåã ú äðåëúä ìòá àåä n íâ æà ú äðåëúä éìòá íä
äðåëð ãéîú àéä ú äðåëúä éìòá íä 1-î íéðè÷ä íééáåéçä íééòáèä íéøôñîä ìëù äðòèäù ïååéëî

.åìàë íéøôñî ïéà éë ÷éø ïôåàá
äîìùä äéö÷åãðéàä ïåø÷òî äàìîä äéö÷åãðéàä ïåø÷ò úà çéëåäì øùôà ìéòì 'á-á øåîàä úåøîì .ã
øôñî ìëìù úàæë àéä ú äðåëúäù øîåìë ,äàìîä äéö÷åãðéàä ïåø÷ò úùéøã úà íéçéðî .ïî÷ìãë
ìòá àåä n íâ æà ú äðåëúä éìòá íä n-î íéðè÷ä íééáåéçä íééòáèä íéøôñîä ìë íà ,n éáåéç éòáè
íä n-î íéðè÷ä íééáåéçä íééòáèä íéøôñîä ìëù n ìò äîìù äéö÷åãðéàá íéçéëåî úòë .ú äðåëúä

.ú äðåëúä éìòá íä íééòáèä íéøôñîä ìë æà n éòáè øôñî ìëì ïåëð äæù ïååéëî .ú äðåëúä éìòá
íéøôñî ìù ä÷éø àì äöåá÷ ìëáù àåäå íåîéðéîä ïåø÷òì úåøéùé ìå÷ù äàìîä äéö÷åãðéàä ïåø÷ò .ä
éðùä ïåø÷éòä úà íéìéòôîù é"ò åììä úåðåø÷òä éðùî ãçà ìë íéçéëåî .éøòæî øôñî ùé íééáåéç íééòáè

.ú äðåëúä ìù äìéìùä ìò
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íéàðúä úùåìù úà úîéé÷îä úåæåøçî ìù äðåëú ú éäú .÷åñôä úøéöé ìò äéö÷åãðéàá äçëåä 2.8÷åñôä úøéöé ìò äéö÷åãðéàá äçëåä 2.8÷åñôä úøéöé ìò äéö÷åãðéàá äçëåä 2.8
:íéàáä

.ú äðåëúä ìòá àåä éãåñé ÷åñô ìë .à
.ú äðåëúä ìòá àåä ¬φ íâ æà ú äðåëúä ìòá àåä φ íà ,φ ÷åñô ìëì .á

àåä φ�ψ ÷åñôä íâ ,� éîå÷î-åã øù÷ ìëì æà ú äðåëúä éìòá íä ψ-å φ íà ,íäùìë φ, ψ íé÷åñôì .â
.ú äðåëúä ìòá

.ú äðåëúä ìòá àåä ÷åñô ìë æà
ìëì éë n ìò äàìî äéö÷åãðéàá çéëåð .φ ìù äøéöé úøãéñ φ1, . . . , φk éäúå ,åäùìë ÷åñô φ éäé .äçëåääçëåääçëåä
ìòá àåä φ ïëì ,íé-φn-ä ãçà àåä φ-ù ïååéëîå ,êëî äàöåúë .ú äðåëúä ìòá àåä φi 1 ≤ n ≤ k

íà øîåìë ,ú äðåëúä ìòá àåä φi 1 ≤ i < n ìëì íà 1 ≤ n ≤ k ìëì éë çéëåð êë íùì .ú äðåëúä
φn íâ éë çéëåðå ,ú äðåëúä ìòá àåä φn íâ æà ,ú äðåëúä éìòá íä äøéöéä úøãéñá φn-ì íéîãå÷ä ìë
éìòá íä äøéöéä úøãéñá φn-ì íéîãå÷ä ìëù äæë àåä 1 ≤ n ≤ k éë ïë íà çéðð .ú äðåëúä ìòá àåä

:úåàáä úåéåøùôàä ùåìùî úçà úîéé÷ äøéöé úøãéñ àéä φ1, . . . , φk -ù ïååéëî .ú äðåëúä
.ìéòìã 'à éàðú éôì ú äðåëúä ìòá àåä φn æà .éãåñé ÷åñô àåä φn .à

ìéòìã 'á éàðú éôì .ú äðåëúä ìòá àåä φi n ìò åðúçðä éôì æà .åäùìë 1 ≤ i < n øåáò ¬φi àåä φn .á
.ú äðåëúä ìòá àåä φn = ¬φi íâ

φk-å φj i ìò åðúçðä éôì æà .åäùìë � éîå÷î-åã øù÷å ,íäùìë 1 ≤ j, k < i øåáò φj�φn àåä φn .â
.ú äðåëúä ìòá àåä φn = φj�φk íâ ìéòìã 'â éàðú éôì .ú äðåëúä éìòá íä

ïåø÷ò éôìå ,äàìîä äéö÷åãðéàä ãòö úà åðçëåä êëáå ,ú äðåëúä ìòá àåä φn äø÷î ìëáù åðéàø êë
.ú äðåëúä ìòá àåä ,1 ≤ n ≤ k øåáò ,φn ìë äàìîä äéö÷åãðéàä

÷åñô ìëù àéäå ,äãéçéä äàéø÷ä úðåëú àéä øéáçúä ìù úéðåéç äðåëú .íé÷åñôä ìù äãéçéä äàéø÷äíé÷åñôä ìù äãéçéä äàéø÷äíé÷åñôä ìù äãéçéä äàéø÷ä
äòéãéä øîåìë "éøéáçú çåúéð" àéä "äàéø÷" ìù úåòîùîä éçëåðä øù÷äá .ãáìá ãçà ïôåàá äàéø÷ì ïúéð
úåôùá ììë êøãá úîéé÷ äðéà äãéçé äàéø÷ .íäî ìá÷úî àåä ãöéëå ÷åñôä ìá÷úî íäî íéáéëøä íäî
úçàä êøãä .íéëøã éúùá àåø÷ì øùôà (è"é ,ã"é áåéà) "íéî å÷çù íéðáà" ÷åñôä úà ìùîì .úåéòáè
ïáåîäå "íéðáà" àåä àùåðäù àéä äéðùäå ,íéðáàä úà å÷çù íéîäù àåä ïáåîäå "íéî" àåä àùåðäù àéä
úà àåø÷ì ùé åìà íéëøã éúùî åìéàá úåòîùîä ïî øåøá úàæ äîâåãá .íéîä úà å÷çù íéðáàäù àåä
úòãì íéìåëé åððéàå ,÷åñôá íéìéîä úåòîùîì øîåìë ,ä÷éèðîñì íé÷÷æð øáë åðà êë íùì ìáà ,÷åñôä
íâù úéøáòá íé÷åñôì úåáåøî úåàîâåã íâ ùé .ãáìá ÷åñôä äðáîî øîåìë ,ãáìá øéáçúä ïî úàæ
úøô úà éúéàø" èôùîá ìùîì .íúåà ïéáäìå àåø÷ì ãöéë éòîùî ãç ïôàá úòáå÷ äðéà ä÷éèðîñä

.äðîùä äãåãä ìù äøôì åà äãåãä ìù äðîùä äøôì äðåëä íà øåøá àì "äðîùä éúãåã
φ úåæåøçîä ìò � úéîå÷î-åãä äìåòôä úìòôä éë åðøîà íééãåñéä íéøù÷ä úà ìéòì åðâöä øùàë
äúò ãòå ,(φ �������ψ) åà (φ) �������(ψ) åà φ �������ψ úåæåøçîä úçà àéä ììë êøãáù úîééåñî úæåøçî úðúåð ψ-å
éäî úòãì åðì áåùç äãéçé äàéø÷á øáåãîùë úòë .úìá÷úîä úæåøçîä éäî úòãì åðì áåùç äéä àì
íéøâåñá åðùîúùä åìéà ,ìùîì .äá íéøâåñä ìù ãå÷ôéúä úà ïéáäì åðì áåùçå úìá÷úîä úæåøçîä
-éäù é"ò "äðîùä éúãåã úøô" ìù çåúéðä úåéåøùôà éúù ïéá íéðéçáî åðééä úéøáòá éøéáçú ãé÷ôúì
úåæåøçîä úà øéãâäì íéëøã øôñî ïðùé ."(äðîùä éúãåã) úøô" åà "äðîùä (éúãåã úøô)" íéáúåë åðé
úøæòá ï÷ìç ,íé÷åñô ìù äãéçé äàéø÷ úìá÷úîù êë íééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷ä é"ò úåìá÷úîä
äøãâää ïëìå íéøâåñá íéùîúùîä íé÷åñô àåø÷ì íãà éðáì ì÷ øúåé .íéøâåñ úøæò àìì ï÷ìçå íéøâåñ
èå÷ðð äá êøãì ïéà úåéçåð ìù ìå÷éùì èøô .íéøâåñá úùîúùîä úàæë äéäú êùîäá àéáðù úîééåñîä

.ììëá äá éåìú åðéà ä÷éâåìá åðìù ÷åñéòä êùîäå ,úøçà êøã ìë ìò úåôéãò ïàë
éîå÷î åãä øù÷ä ∧∧∧∧∧∧∧,∨∨∨∨∨∨∨,→→→→→→→ íéðîéñä ïéáî ������� øù÷ ïîéñ ìëì .à .íééãåñéä íé÷åñôä íéøù÷ä 2.9íééãåñéä íé÷åñôä íéøù÷ä 2.9íééãåñéä íé÷åñôä íéøù÷ä 2.9

.(φ �������ψ) úæåøçîä úà úðúåðä φ, ψ úåæåøçîä ìò äìåòôä àåä íéàúîä
.¬¬¬¬¬¬¬φ úæåøçîä úà úðúåðä φ úæåøçîä ìò úéîå÷î ãçä äìåòôä àåä äìéìùä øù÷ .á

úçà ìòá àåä φ ÷åñô ìë éë ãééî òáåð 2.4-á ÷åñôä âùåî úøãâäîå 2.9-á íéøù÷ä úøãâäî .äð÷ñî 2.10äð÷ñî 2.10äð÷ñî 2.10
:úåàáä 'â-'à úåøåöä
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.éãåñé ÷åñô àåäå ,1 êøåàá úæåøçî àåä φ .à
.¬¬¬¬¬¬¬ ïåùàøä äðîéñ úèîùäá φ úæåøçîä àåä éë ,φ é"ò ãéçé ïôåàá òá÷ðä ÷åñô ψ-ù ïëéä ,¬ψ àåä φ .á

.íé÷åñô ψ, χ -ù ïëéä ,ψ�χ àåä φ .â

åðà øùàë .íéøâåñ ìò úåèåùô úåãáåò øôñî äìéçú úòãì åðéìò íé÷åñôä úà àåø÷ì úòãì éãë
íééðîé íéøâåñìù êë ,åéðôì òéôåîä éìàîù øâåñì íéàúäì øåîà éðîé øâåñ ìë íéøâåñ íò éåèéá íéáúåë
øôñî áìù ìëá ,ïéîéì ìàîùî éåèéá ìò íéøáåò åðà øùàë ,ïëì .íéðåù íééìàîù íéøâåñ íéîéàúî íéðåù
úøçà éë ,íäéìò åðøáòù íééìàîùä íéøâåñä øôñî ìò úåìòì êéøö åðéà íäéìò åðøáòù íééðîéä íéøâåñä

.íéàúî éìàîù øâåñ àìì éðîé øâåñ éåèéáá äéäé
íééðîéä íéøâåñä øôñî äìù àùéø ìëá íà (íéøâåñä úðéçáî) úðæåàîúðæåàîúðæåàî úàø÷ð úæåøçî .äøãâä 2.11äøãâä 2.11äøãâä 2.11
íéøâåñä øôñîì äååù íééðîéä íéøâåñä øôñî äìåë úæåøçîáå ,íééìàîùä íéøâåñä øôñî ìò äìåò åðéà

.íééìàîùä
.úðæåàî àåä íéøâåñ àìì úæåøçî ìë .à .äîì 2.12.äîì 2.12.äîì 2.12

.úðæåàî úæåøçî àåä úåðæåàî úåæåøçî ìù óåøéö .á
.úðæåàî äðéà äìù ùîî àùéø óàå ,úðæåàî úæåøçî àåä (φ) íâ æà úðæåàî úæåøçî φ íà .â

úà r(φ)-áå (left ìù øåöé÷ àåä l) φ-á íééìàîùä íéøâåñä øôñî úà l(φ)-á ïîñð φ úæåøçîì .äçëåääçëåääçëåä
.(right ìù øåöé÷ àåä r) φ-á íééðîéä íéøâåñä øôñî

éúù ìù íéôåøéö ìò äøæçî ìá÷úî éììë óåøéö éë úåæåøçî éúù ìù óåøéöì úàæ çéëåäì éãù øåøá .á
òáåð ïàëî .l(ψ) = r(ψ) -å l(φ) = r(φ) íéé÷ ïëì .úåðæåàî úåæåøçî φ, ψ åéäé .úåæåøçî

ìù àùéø àéä χ ïëì .φψ ìù àùéø χ éäú ,äúò .l(φψ) = l(φ) + l(ψ) = r(φ) + r(ψ) = r(φψ)
íéé÷ úðæåàî àéä φ-ù ïååéëî æà φ ìù àùéø àéä χ íà .χ = φρ -ù êë ψ ìù ρ àùéø úîéé÷ù åà φ

ïëìå l(ρ) ≥ r(ρ) íéé÷ úðæåàî ψ-ù ïååéëî æà ψ ìù àùéø ρ øùàë ,χ = φρ íà .l(χ) ≥ r(χ)
.l(χ) = l(φ) + l(ρ) ≥ r(φ) + r(ρ) = r(χ)

àùéø χ éäú .l((φ)) = l(φ) + 1 = r(φ) + 1 = r((φ)) ïëìå l(φ) = r(φ) íéé÷ úðæåàî φ-å úåéä .â
íéé÷ úðæåàî φ-ù ïååéëîå φ ìù ,ä÷éø éìåà ,àùéø àéä ρ øùàë χ = (ρ æà (φ) ìù ùîî

.l(χ) = 1 + l(ρ) > l(ρ) ≥ r(ρ) = r(χ)

.úðæåàî äéðùä íâ æà úðæåàî ψ-å φ úåæåøçîä éúùî ãçà íà .úðæåàî úæåøçî φψ éäú .à .ìéâøú 2.13ìéâøú 2.13ìéâøú 2.13
úåàôéñá íéøâåñä éøôñîì ñçééúî àåä ìáà 2.12 -ì äîåã àåäù úðæåàî àéä úæåøçîù êëì éàðú çñð .á
.úðæåàî àéä úæåøçîä ííà íéé÷úî äæ éàðúù çëåä .úåàùéøá íéøâåñä éøôñîì íå÷îá úæåøçîä ìù

.úðæåàî úæåøçî äðéà ,äîöò (φ)-ì èøô ,(φ) ìù àôéñ óà æà úðæåàî úæåøçî àéä φ íà .â

íéøîåà åðà .éðîé øâåñ ak-ù êë k > j éäéå éìàîù øâåñ aj éäé ,úæåøçî a1 . . . an éäú .ìéâøú 2.14ìéâøú 2.14ìéâøú 2.14
øôñîå éðîé øâåñ ak ,k > j -ù êë éøòæîä øôñîä àåä k íà aj-ì íéàúîä éðîéä øâåñäää àåä ak-ù
äååù ( k = j + 1 íà ÷éø úåéäì íâ ìåëéä) ak-ì aj ïéáù aj+1 . . . ak−1 òè÷á íééìàîùä íéøâåñä

.åì íéàúîä ãçà éðîé øâåñ øúåéä ìëì ùé aj-ì éë ãééî øåøá .åá íééðîéä íéøâåñä øôñîì
.íéàúî éðîé øâåñ éìàîù øâåñ ìëì ùé úðæåàî úæåøçîá .à

.åäùìë éìàîù øâåñì íéàúî éðîé øâåñ ìë úðæåàî úæåøçîá .á
.ãçà éìàîù øâåñì øúåéä ìëì íéàúî éðîé øâåñ ,úæåøçî ìëá .â

øâåñ ìéëî âåæ ìëù êë úåâåæá øîåìë ,íéîéàúî úåâåæá íéàöîð íéøâåñä ìë äá úæåøçî àéä φ íà .ã
.úðæåàî àéä φ æà ,åì íéàúî éðîé øâåñå éìàîù

.ïæåàî àåä ÷åñô ìë .èôùî 2.15èôùî 2.15èôùî 2.15
.÷åñôä ìù äøéöéä ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä

.('à2.12) ïæåàî àåä ïëìå íéøâåñ ïéà éãåñé ÷åñôá
éôì ,ïëì .íéøâåñ äá ïéà éë úðæåàî àéä ¬¬¬¬¬¬¬ úæåøçîä .äéö÷åãðéàä úçðä éôì ,ïæåàî àåä æà ,÷åñô φ íà

.ïæåàî àåä φ-å ¬¬¬¬¬¬¬ úåðæåàîä úåæåøçîä ìù ¬φ óåøéöä 'á2.12
åá ïéà éë ïæåàî àåä ������� éîå÷î åã øù÷ ïîéñ ìë .äéö÷åãðéàä úçðä éôì íéðæåàî íäù íé÷åñô φ, ψ åéäé
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.ïæåàî àåä ,φ�ψ àåäù ,(φ �������ψ) ÷åñôä íâ 'â2.12 éôìå ,'á2.12 éôì ïæåàî àåä φ �������ψ óåøéöä ïëì .íéøâåñ
.÷åñô äðéà ÷åñô ìù ùîî àùéø óà .äîì 2.16äîì 2.16äîì 2.16

.÷åñôä úøéöé ìò äéö÷åãðéàá úàæ çéëåð .äçëåääçëåääçëåä
.ùîî àùéø ïéà éãåñé ÷åñôì

'á2.12 éôì ,ïëì ïæåàî �������-å íéðæåàî åìà íé÷åñôù ïååéëî ,íé÷åñô ψ-å φ-ù ïëéä ,(φ �������ψ) åúøåöù ÷åñôì
.÷åñô äðéà àéä ,2.15 éôì ,ïëì ,úðæåàî äðéà (φ �������ψ) ìù ùîî àùéø ìë 'â2.12 éôìå ,ïæåàî φ �������ψ

ïëéä ¬¬¬¬¬¬¬ψ äøåöä úìòá åà ,¬¬¬¬¬¬¬ äøåöä úìòá àéä ùîî àùéø ìë ,÷åñô φ-ù ïëéä ,¬¬¬¬¬¬¬φ åúøåöù ÷åñôì
,÷åñô äúéä ψ íâ ,2.10 éôì ,æà ÷åñô ¬¬¬¬¬¬¬ψ äúéä åìéà .÷åñô åðéà ¬¬¬¬¬¬¬-ù øåøá .φ ìù ùîî àùéø àåä ψ-ù

.÷åñô äðéà φ ìù ùîî àùéø óàù äéö÷åãðéàä úçðäì ãåâéðá äæå
:úåàáä úåøåöä ïéáî úçà ÷øå úçà ìòá àåä φ ÷åñô ìë .äãéçéä äàéø÷ä èôùî 2.17äãéçéä äàéø÷ä èôùî 2.17äãéçéä äàéø÷ä èôùî 2.17

.éãåñé ÷åñô àåä φ .à
.ãéçé ψ ÷åñô øåáò ¬ψ àåä φ .á

.ãéçé � éîå÷î-åã éãåñé øù÷å íéãéçé ψ, χ íé÷åñô øåáò ψ�χ àåä φ .â
øù÷ ïîéñå ψ, χ íé÷åñô øåáò (ψ �������χ) àåä φ íàù ÷ø çéëåäì åðéìò 2.10-á àöîðù äîì øáòî .äçëåääçëåääçëåä
ψ′, χ′ íé÷åñô øåáò φ = (ψ′ ◦◦◦◦◦◦◦χ′) íâ íà øîåìë ,íéãéçé íä øù÷ä ïîéñå åìà íé÷åñô æà ������� éîå÷î-åã
íä ψ′ íâå ψ íâ .ψ = ψ′ éë çéëåð äìéçú .������� = ◦◦◦◦◦◦◦ -å χ = χ′ ,ψ = ψ′ æà ◦◦◦◦◦◦◦ éîå÷î-åã øù÷ ïîéñå
íà .íéååù ,ïáåîë ,íä ïëìå êøåà åúåàá íä ψ′-å ψ éë äàøð .φ-á éðùä ïîéñá íéìéçúîä φ-á íéòè÷
íéìéçúîä φ ìù íéòè÷ íäéðùù ïåééëî ,æàå ,íééðùä ïéá øö÷ì ψ íùá åðàø÷ù çéðð êøåà åúåàá íðéà
.÷åñô äðéà ÷åñô ìù ùîî àùéøù 2.16-á øåîàì äøéúñá äæå ,ψ′ ìù ùîî àùéø àåä ψ ,íå÷î åúåàá

.ψ = ψ′ úà åðçëåä êë
ïîéñä íä ◦◦◦◦◦◦◦ íâå ������� íâ ïëì φ = (ψ �������χ) = (ψ′ ◦◦◦◦◦◦◦χ′) -ù ïååéëî .ψ′ ìù íâ ïëìå ,ψ ìù êøåàä k éäé
k + 3-ä íå÷îä ïî òøúùîä φ ìù òè÷ä àåä χ′ íâå χ íâ ,ïë åîë .������� = ◦◦◦◦◦◦◦ ïëìå ,φ-á k + 2-ä íå÷îá

.χ = χ′ ïëìå φ-á ïåøçàä éðôìù íå÷îä ãòå

úåøåöáå ,åá úåéåðîä úåøåöä ùåìùî úçà ìòá àåä ÷åñô ìëù åðì øîåà äãéçéä äàéø÷ä èôùî
èôùîá ïàë øáåãî íà ìåàùì íå÷îä ïàë .øù÷ é"ò íéîééåñî íé÷åñôî ìá÷úî àåä úéùéìùäå äéðùä
ìùîì íàå ,÷åñôä úøåö éäî ,äîéàúî ä÷éãá é"ò ,øøáì øùôà æà ÷åñô ïåúð øùàëù åà ,èùôåî íåé÷
äøåù÷ úàæ äìàù ?χ-å ψ íé÷åñôä íäî äîéàúî ä÷éãá é"ò øøáì øùôà íàä ψ�χ äøåöä ìòá àåä
äáåùúä éë äàøð .àì åà ÷åñô àéä íà øøáì íéìåëé åðà úæåøçî äðåúð øùàë íàä äìàùì ÷åãä ïôåàá
úçà ìë ìò äðåëð äðåòä ,áåùéç êéìäú øîåìë ,íúéøåâìà íéé÷ù çéëåðå ,úéáåéç àéä åììä úåìàùä ìëì

.åìà úåìàùî

íúéøåâìàíúéøåâìàíúéøåâìà åì àø÷ðù ,íúéøåâìà íéé÷ .úéîúéøåâìàä äãéçéä äàéø÷äå ÷åñôä âùåî úåòéøë èôùî 2.18úéîúéøåâìàä äãéçéä äàéø÷äå ÷åñôä âùåî úåòéøë èôùî 2.18úéîúéøåâìàä äãéçéä äàéø÷äå ÷åñôä âùåî úåòéøë èôùî 2.18
àåä ÷åñô àéä íàå ,àì åà ÷åñô àéä úæåøçîä íà òéãåî àåä úæåøçî ìò ìòôåî àåä øùàëù ,çåúéðäçåúéðäçåúéðä
ψ�χ äøåöäî àéä íà åà ,ψ åäî òéãåî àåä æàå ¬ψ äøåöäî àéä íà åà ,éãåñé ÷åñô àéä íà òéãåî

.χ-å ψ ,� íäî òéãåî àåä æàå
n êøåàá úæåøçî ìò ìòôåî àåä øùàë øîåìë ,éáéñøå÷ø íúéøåâìà àåä øàúðù íúéøåâìàä .äçëåääçëåääçëåä
äúò øéãâð .øúåé úåøö÷ úåæåøçî ìò ìòôåî àåäùë åîöò äæ íúéøåâìàá áåùéçä êìäîá ùîúùî àåä
úà ïúåð íúéøåâìàäù çéëåð äøãâää íò ãçéå n êøåàá φ úæåøçî ìò ìòôåî àåäùë ,íúéøåâìàä úà
øùàëù çéðð ,äàìîä äéö÷åãðéàä ìù ,äéö÷åãðéà úçðäë .íéãòö ìù éôåñ øôñî éøçà äðåëðä äáåùúä
ìù éôåñ øôñî éøçà äðåëðä äáåùúä úà ïúåð àåä φ êøåàî ïè÷ ïëøåàù úåæåøçî ìò ìòôåî íúéøåâìàä

.íéãòö
.éãåñé ÷åñô àéäå ,÷åñô àéä φ æà éãåñé ÷åñô àåä äæ ïîéñ íà æà ãáìá ãçà ïîéñ úá àéä φ íà

.1-î ìåãâ åëøåà øù÷ é"ò ìá÷úîä ÷åñô ìë éë ÷åñô äðéà φ æà éãåñé ÷åñô åððéà äæ ïîéñ íà
:úåéåøùôà ùåìù úåîéé÷ 1-î ìåãâ φ êøåà íà

,øù÷ é"ò ìá÷úî åðéàå éãåñé ÷åñô åðéà φ äæ äø÷îá .éìàîù øâåñ åðéàå ¬¬¬¬¬¬¬ åðéà φ ìù ïåùàøä ïîéñä .à
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.÷åñô åðéà φ ïëì .éìàîù øâåñá åà ¬¬¬¬¬¬¬ -á íéìéçúî íéøù÷ é"ò íéìá÷úîä íé÷åñôä éë
äðîéñ úèîùä é"ò φ-î úìá÷úîä úæåøçîä úà ψ-á ïîñð äæ äø÷îá .¬¬¬¬¬¬¬ àåä φ ìù ïåùàøä ïîéñä .á
ìù éôåñ øôñî éøçà ïúåð àåä äéö÷åãðéàä úçðä éôì .ψ ìò åîöò íúéøåâìàä úà ìéòôð úòë .ïåùàøä
äðòé íúéøåâìàä ÷åñô àåä ψ-ù äáåùúä äìá÷úä íà .àì åà ÷åñô àåä ψ íà äðåëð äáåùú íéãòö
åðîî ÷åñôë ψ úà âéöé íúéøåâìàäå ,÷åñô àéä ÷åñô úìéìù éë äðåëð úàæ äáåùúå ,÷åñô àåä φ-ù
,÷åñô åðéà φ-ù äðòé íúéøåâìàä ÷åñô åðéà ψ-ù äáåùúä äìá÷úä íà .äìéìùä øù÷ é"ò φ ìá÷úî
ρ-ù ïëéä ¬¬¬¬¬¬¬ ρ äøåöäî àéä íà ÷ø ÷åñô úåéäì äìåëé ¬¬¬¬¬¬¬ -á äìéçúîä úæåøçî éë äðåëð úàæ äáåùúå

.÷åñô äðéàù úæåøçî úðúåð φ ìù ïåùàøä ïîéñä úèîùäù åðì òåãéå ,÷åñô àåä
,éîå÷î åã øù÷ é"ò úìá÷úî àéä ííà ÷åñô àéä φ äæ äø÷îá .éìàîù øâåñ àåä φ ìù ïåùàøä ïîéñä .â
ïåùàøä äéðîéñ úèîùäá φ úà σ-á ïîñð .éðîé øâåñ àåä φ ìù ïåøçàä ïîéñäå ,(ψ �������χ) àéä äúøåö æàå
éðù ÷åñô ìù ùîî àùéø åðéà ãçà ÷åñôù ïååéëî .ψ �������χ àéä σ æà (ψ �������χ) àéä φ íà øîåìë ,ïåøçàäå
á÷åòä ïîéñä ,ψ àéä úàæ àùéø æà (ψ �������χ) àéä φ íàå ,÷åñô àéäù úçà àùéø øúåéä ìëì σ-ì ùé æà
øåøá ãçåéîá .÷åñô àéä íâ �������-å ψ úèîùä é"ò σ-î úìá÷úîä χ úæåøçîäå ,������� øù÷ä ïîéñ àåä σ-ì
ïåøçàä ïîéñä íà .íéàáä íéãòöä úà äùòé íúéøåâìàäù òá÷ð ïëì .σ êøåàî 2-á úåçôì ïè÷ ψ êøåàù
σi-á ïîñð éðîé øâåñ àåä ψ ìù ïåøçàä ïîéñä íà .÷åñô åðéà φ-ù äðòé íúéøåâìàä éðîé øâåñ åðéà φ ìù
àåä k-ù ïëéä ,σ1, σ2, . . . , σk−2 ìò øãñä éôì åîöò úà ìéòôé íúéøåâìàä .i äëøåàù σ ìù àùéøä úà
íéãòö ìù éôåñ øôñî éøçà äðòé íúéøåâìàä ,φ-î äøö÷ àéä åìà úåæåøçîî úçà ìëù ïååéëî .σ êøåà
φ-ù äðòé íúéøåâìàä æà ÷åñô äðéà åìéà úåæåøçîî úçà óà íà .àì åà ÷åñô àåä σi íà äðåëð äáåùú
éðîéñî ãçà àåä äì á÷åòä ïîéñä íà äàøé àåä ÷åñô àéä σj-ù ìá÷é íúéøåâìàä íà .÷åñô äðéà
øù÷ ïîéñ àåä á÷åòä ïîéñä íà .÷åñô äðéà φ æà åìàî ãçà åðéà á÷åòä ïîéñä íà .∧∧∧∧∧∧∧,∨∨∨∨∨∨∨,→→→→→→→ íéøù÷ä
.ïåøçàä ïîéñä ãò j + 2-ä ïîéñä ïî òøúùîä σ ìù ρ òè÷ä ìò åîöò úà ìéòôé íúéøåâìàä ùøãðë
÷åñô äðéà ρ íà .íéãòö ìù éôåñ øôñî éøçà äðåëðä äáåùúä úà ïúé íúéøåâìàä φ-î øö÷ ρ-ù ïååéëî
σj-î ìá÷úî àåäå ÷åñô àéä φ-ù äðòé íúéøåâìàä ÷åñô àéä ρ íà .÷åñô åðéà φ-ù äðòé íúéøåâìàä

.σ-á j + 1-ä ïîéñä àåä åðîéñù øù÷ä é"ò ρ-îå

ïðåáúð çåúéðä íúéøåâìàáå äãéçéä äàéø÷ä èôùîá äøåù÷ä úéðëèä äãåáòä ìë úà åðîééñù éøçà 2.192.192.19
íéáééç åðééä àì äãéçéä äàéø÷ä èôùîì òéâäìå íé÷åñôä úà øéãâäì éãë .øúåé úéììë äøåöá ïééðòá
úàöåúù äøãâäá íééîå÷î-åãä íéøù÷á ÷ñåòä 2.9 ìù ÷ìçä úà óéìçäì åðìåëé àìà íéøâåñá ùîúùäì
úåæåøçîä éðôì íéîù åðà øù÷ä ïîéñ úà øîåìë ,�������φψ úæåøçîä àéä φ, ψ úåæåøçîä ìò � øù÷ä úìòôä
íåùî àì ,úéðìåôä äáéúëä úøåöúéðìåôä äáéúëä úøåöúéðìåôä äáéúëä úøåö úàø÷ð úàæ êøãá úìá÷úîä íé÷åñôä úáéúë úøåö .ìòåô àåä íäéìò
.'õéáùà÷åì éðìåôä éà÷éâåìä é"ò äðåùàøì äòöåä àéäù íåùî àìà ïéìåôá úìáå÷î úàæ äáéúë úøåöù
åðè÷ð åðà äá êøãä ïî úåðåùä íéøâåñ íò íé÷åñôä úøãâäì íéëøã úåîéé÷ úàæ äáéúë úøåö ìò óñåðá
ãáìá íééðëè íä äéðùì úçà êøã ïéá íéìãáääù ,êùîäá øåøá äéäé øúåé ãåòå ,äúò øáë øåøá .ïàë
âùåîä ìù øúåéá áåèä âåöééä åäî .úøçà åà úàæ êøã ìù äøéçáá éåìú åðéà ÷åñôä ìù éèîúîä âùåîäùå
èøåôî ïåéãì ñðëéð àì .íéöò é"ò ìá÷úî ÷åñôä âùåîì øúåéá áåèä âåöééäù äàøð ?÷åñôä ìù éèîúîä
íà" ÷åñôá ïðåáúð .àîâåãá ïàë ÷ôúñð ïëìå ,úåùãç úåéèîúî úåàöåúì àéáé àì åá ÷åñéòä éë ,äæ âåöééá
,(¬¬¬¬¬¬¬(P ∨∨∨∨∨∨∨Q)→→→→→→→(¬¬¬¬¬¬¬Q→→→→→→→R)) äøåöá äæ ÷åñô íéáúåë åðà 2.9 éôì ."R æà (Q àì) íà æà (Q åà P ) àì
úà øéáñðå 1 äìáèá úàöîð õò úøåöá åúâöä .→→→→→→→¬¬¬¬¬¬¬∨∨∨∨∨∨∨PQ → ¬¬¬¬¬¬¬QR àåä úéðìåôä äáéúëä úøåöáå
" Q åà P " ìù âåöééä àåä äæ õò .2 äìáè ìù õòä àöîð õòä ìù ïåéìòä éìàîùä åãéöá .úàæä äâöää
âöééî 3 äìáèá õòä .åéìòî íéàöîðä Q-å P íé÷åñôä ìò ìòåôä ∨∨∨∨∨∨∨ øù÷ä ïîéñ àöîð åúéúçúá éë
4 äìáèá õòä .2 äìáè ìù õòä åéìòîå äìéìùä ïîéñ àöîð åúéúçúá éë "(Q åà P ) àì" ÷åñôä úà
úéúçúá àöîð 5 äìáèáù õòá .åéìòîù Q ìò ìòåôä äìéìùä ïîéñ àöîð åúéúçúá éë " Q àì" úà âöééî
õòá ." R æà (Q àì) íà" ÷åñôä úà âöééî àåä ïëìå ,R ìòå 4 äìáè ìù õòä ìò ìòåôä →→→→→→→ æåîéàä ïîéñ
æåîéàä úà âöééî àåä ïëìå ,5 äìáèå 3 äìáè ìù íéöòä åéìòîå →→→→→→→ øù÷ä ïîéñ úéúçúá àöîð 1 äìáèáù

."R æà (Q àì) íà æà (Q åà P ) àì íà" ÷åñôä úà øîåìë åìà úåàìáèì íéîéàúîä íé÷åñôä ìù
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èôùî íâ æà úàæ åðéùò åìéà .íéöòë íé÷åñôä úà øéãâäì íéëéøö åðééä úéðåø÷ò úåàø úãå÷ðî
÷åñôä ïî åúéúçúáù øù÷ä é"ò ìá÷úî éãåñé ÷åñô åðéàù ÷åñô ìë éë ,éìàéáéøè äéä äãéçéä äàéø÷ä
úà íéøéãâî åððéà .íéøçà íé÷åñô íåùî àìå ,äæ øù÷ ïîéñ úèîùä éøçà íéøàùðä íé÷åñôä éðù åà
äáåúëä äôùì íéìéâø íãà éðáë åðçðà .íéáùçî úñãðäå ùåðà úñãðä ìù úåáéñî íéöòë íé÷åñôä
éøàðéì ïôåàá ïâøåàî áùçîá òãéîä íâ .íéöò úåòöîàá àìå ,íéðîéñ ìù äøãéñë øîåìë ,éøàðéì ïôåàá
àåä íé÷åñôäå íéøù÷ä úøãâäá åðéùòù äî .íéöòá úåøéùé ìôèì íééåðá íðéà íéáùçîäå íéöá÷á
äãéçéä äàéø÷ä èôùîáå íéøâåñá åðìù ïåéãá ïðåáúð íà .úåæåøçî é"ò íéöòä úà âöééì êøã åðàöîù
äçøéèäå ,úåæåøçî é"ò íéöò âåöééá éììëä ïåéãä ìù éèøô äø÷î åäæù øøáúé ,øúåé úåéììë íééô÷ùîá

.úåæåøçî é"ò íäùìë íéöò âåöééì úéðééôåàä äçøéèä àéä çåøèì íéëéøö åðééäù
éîå÷î-åã éãåñé é÷åñô øù÷ ìëìå ¬φ = ¬¬¬¬¬¬¬φ é"ò íéøãâåî íéøù÷ä úéðìåôä äáéúëä úøåöá .ìéâøú 2.20ìéâøú 2.20ìéâøú 2.20

:éë çëåä .φ�ψ = �������φψ �
.÷åñôä êøåà ìò äéö÷åãðéàá úàæ çëåä :æîø .÷åñô äðéà ÷åñô ìù ùîî àùéø .à

.äãéçéä äàéø÷ä èôùî íéé÷ .á
.¬¬¬¬¬¬¬(φ) äéäé ¬φ -å (φ) �������(ψ) äéäé φ�ψ -ù êë 'à2.9-á íééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷ä úøãâä úà äðùð .â

.'á-å 'à íéîéé÷ íééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷ä ìù úàæ äøãâä øåáò íâù çëåä

-åî úìá÷úîä úæåøçîáù êëì íéðååëúî åððéà (φ�ψ) ◦ χ ,ìùîì ,íéáúåë åðàùë .íéøâåñ úèîùä 2.21íéøâåñ úèîùä 2.21íéøâåñ úèîùä 2.21
êëì íéðååëúî åðà àìà ,(íéøâåñ íéòéôåî àì æà úéðìåôä äáéúëä úøåöá ùîúùð åðà íàå) íéøâåñ íéòéô
ìá÷úîä ÷åñôä ìò ◦ øù÷ä úà íéìéòôî åðà æàå φ, ψ íé÷åñôä ìò � øù÷ä úà íéìéòôî åðà äìéçúù
òâôéúù éìáî íéøâåñä ïî ÷ìç èéîùäì åðì åøùôàéù íéììë ,ä÷éèîúîá ìáå÷îë ,òá÷ð ïëì .χ ìòå

.íéøù÷ä ìù äìòôää øãñì øùàá åðúðáä
↔-å → íéàá ,äååù úåîéã÷á ,åéøçàå ,∨ àá åéøçà ,∧ àåä ïåùàøäù àåä íéøù÷ä ìù úåîéã÷ä øãñ .à
ääåáâ úåîéã÷ ìòá ◦ íà .( (φ → ψ) ∧ (ψ → φ) ìù ìùîì ,øåöé÷ë φ ↔ ψ -á íéùîúùî åðàù ïëéä)
φ�ψ ◦ χ-å ,(φ ◦ ψ)�χ ìù øåöé÷ àåä φ ◦ ψ�χ æà (úåîéã÷ä úîéùøá � éðôì àá ◦ ,øîåìë) � ìù åæî
íééåèéáá øåáéçä ìù åæî ääåáâ úåîéã÷ ìòá àåä ìôëäù àéä êëì äîâåã .φ�(ψ ◦ χ) ìù øåöé÷ àåä

.(φ ∨ ψ) ↔ (χ ∧ ρ) -ë φ ∨ ψ ↔ χ ∧ ρ úàå ,φ ∨ (ψ ∧ χ) -ë φ ∨ ψ ∧ χ úà ïéáð ïëì .íééøáâìà
ïáåî φ1 ∧ φ2 ∧ . . . ∧ φn íé÷åñô úøãéñ ìù íåîéâ .á

ïáåî φ1 ∨ φ2 ∨ . . . ∨ φn íé÷åñô úøãéñ ìù éååà ïëå ,(. . . ((φ1 ∧ φ2) ∧ φ3) ∧ . . . ∧ φn−1) ∧ φn -ë
φ ∨ ψ ∨ χ -å (φ∧ψ)∧χ -ë ïáåî φ∧ψ∧χ ãçåéîá ,(. . . ((φ1 ∨ φ2) ∨ φ3) ∨ . . . ∨ φn−1) ∨ φn -ë

.(φ ∨ ψ) ∨ χ -ë ïáåî
íéìáå÷îä íéììëä íä åìà ìáà ,íééøùôàä úåìåòôä úåîéã÷ éììë ìë íðéà åìà øåöé÷ éììë éðù

.íìåëì íéòåãé íðéà íäù ïååéëî íéôñåð íéøâåñ úèîùä éììëá ùîúùäì àì óéãòå ,ä÷éâåìá

÷åñô øåáò φ = χ�ψ åà φ = ψ�χ íà åà φ = ¬ψ íà φ ÷åñô ìù áéëøáéëøáéëø àø÷ð ψ ÷åñô .äøãâä 2.22äøãâä 2.22äøãâä 2.22
.åäùìë � éñéñá é÷åñô øù÷å ,åäùìë χ

íä χ-å ψ æà φ = ψ�χ íàå ,φ ìù ãéçéä áéëøä àåä ψ æà φ = ¬ψ íà äãéçéä äàéø÷ä èôùî éôì
.φ ìù íéãéçéä íéáéëøä

.φ úà äìéëîä äøéöé úøãéñ ìëá àöîð ψ íà φ ÷åñô ìù ÷åñô úú÷åñô úú÷åñô úú àø÷ð ψ ÷åñô .äçëåä ìéâøú 2.23äçëåä ìéâøú 2.23äçëåä ìéâøú 2.23
,φ úà äìéëîä äøéöé úøãéñ àéä íâ φ-á úîééúñîä äìù àùéøä .φ úà äìéëîä äøéöé úøãéñá ïðåáúð
úåéäì úåìåëéù ïáåîë) φ úòôåä éðôì äøéöé úøãéñ ìëá òéôåäì áééç àåä æà φ ìù ÷åñô úú ψ íà ïëìå
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.( φ éøçà úåôñåð úåòôåä ψ-ì
.åîöò ìù ÷åñô úú àåä ÷åñô ìë .à

.¬φ ìù ÷åñô úú íâ àåä φ ìù ÷åñô úú ìë .á
.� éñéñá éîå÷î-åã øù÷ ìëì ,φ�ψ ìù ÷åñô úú àåä ψ ìù ÷åñô úú ìëå φ ìù ÷åñô úú ìë .â

.φ ìù íé÷åñô éúú íä äá íé÷åñôä ìëù äøéöé úøãéñ äðùé φ ÷åñô ìëì .ã
.φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá úàæ çëåä

.φ ìù ÷åñô úú àåä ,åîöò ¬φ -ì èøô ,¬φ ìù ÷åñô úú ìë .ä
.2.6 úçëåä :æîø

.ψ ìù ÷åñô úú åà φ ìù ÷åñô úú àåä åîöò ÷åñôì èøô φ�ψ ìù ÷åñô úú ìë .å
.2.6 úçëåä :æîø

.φ ìù áéëø ìù ÷åñô úú àåä ψ åà ψ = φ ííà φ ìù ÷åñô úú àåä ψ ÷åñô ,φ ÷åñô ìëì .æ
.φ ìù òè÷ àåä φ ìù ÷åñô úú ìë .ç

.φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá úàæ çëåä
åðøçá äá úåæåøçîë íé÷åñô ìù úîééåñîä äâöäì íéñçééúî äæ ìéâøú ìù 'ç-'à íé÷ìçä ïéáî åìéà .è

?àì åìéàå äæ øôñá

äúò äàøð åðà ?äãéçéä äàéø÷ä èôùî úà çéëåäì áåùç åðì äéä òåãî .úéáéñøå÷ø äøãâäá êøåöä 2.24úéáéñøå÷ø äøãâäá êøåöä 2.24úéáéñøå÷ø äøãâäá êøåöä 2.24
íéìöðî åðà úéòáè äôùá .äãéçé úåòîùî ùé ÷åñô ìëìù êëì äàéáî íé÷åñô ìù äãéçé äàéø÷ éë
åðì áåùç úéèîúî äôùá ìáà ,íé÷åñô ìù úåéúåòîùî áøä úà à÷ååã ,äøéù úáéúëá ïåâë ,íéúéòì
øåøá ÷åñô ìù úåòîùîä âùåî ìù äøãâä åðúð àì òâøë íà íâ ,ïëì .äãéçé úåòîùî äéäú ÷åñô ìëìù
úåòîùîä àåä φ ÷åñôì F (φ) äëøòùå íé÷åñôä ìë úöåá÷ ìò úøãâåîä F äéö÷ðåô øéãâäì äöøðù åðì
àìà ,øéùé ïôåàá úøãâåî äðéà äæ ÷åñô ìù úåòîùîä .ψ∨χ äøåöäî ÷åñôá ìùîì ïðåáúð .φ ÷åñôä ìù
ïëì .á"åéëå ψ∧χ ,¬ψ äøåöäî íé÷åñôì íâ ïéãä àåä .χ-å ψ íé÷åñôä ìù úåéåòîùîä ïî úìá÷úî àéä
,úéáéñøå÷ø äøãâäá äúåà øéãâð åúåòîùî úà ÷åñô ìëì úðúåðä F äéö÷ðåôä úà øéãâäì àåáð øùàë
øîàð àìà ÷åñôä ìò äéö÷ðåôä êøò åäî ùøåôîá øîàð àì íééãåñé íé÷åñô íðéàù íé÷åñôì øîåìë
úåøãâäù åðì øîåà àáä èôùîä .÷åñôä ìù íéáéëøä ìò äéö÷ðåôä ìù íéëøòä ïî ìá÷úî äæ êøò ãöéë

.úåìéá÷ ïä äæ âåñî
.ïî÷ìãë äéñøå÷øá úøãâåîä úøçà F äéö÷ðåôá ïðåáúð .F äéö÷ðåôä íåé÷ úçëåäá êøåöääéö÷ðåôä íåé÷ úçëåäá êøåöääéö÷ðåôä íåé÷ úçëåäá êøåöä

åìéà .åìà íéàðú úîéé÷îä F äéö÷ðåô ïéàù øøáúî .F (k+l) = 2(F (k)+F (l)) l -å k ìëìå ,F (1) = 1
F (3+1) -ë F (4) áåùéç é"òå ,F (4) = 16 ìá÷úî F (2+2) -ë F (4) áåùéç é"ò æà úàæë äéö÷ðåô äúéä
úîéé÷ íðîåàù òãðù éãëù äàøî äæ .úàæë F äéö÷ðåô íåé÷ úçðä úà øúåñ äæå .F (4) = 22 ìá÷úî
èôùîá úâöåî úàæë úðåëúî .úîééåñî úðåëúîá úåéäì äëéøö äøãâää äéñøå÷øá úøãâåîä äéö÷ðåô

.÷åñôä úøéöé ìò äéñøå÷øá äøãâä àø÷ð úàæ úðåëúîì ÷øå ,àáä
úà Π0-áå íé÷åñôä ìë úöåá÷ úà Π-á ïîñð .íé÷åñôä ìò äéö÷ðåô ìù äéñøå÷øá äøãâää èôùî 2.25íé÷åñôä ìò äéö÷ðåô ìù äéñøå÷øá äøãâää èôùî 2.25íé÷åñôä ìò äéö÷ðåô ìù äéñøå÷øá äøãâää èôùî 2.25
,� éñéñá éîå÷î-åã øù÷ ìëì ,G0, G¬, G� äðééäú ,éäùìë äöåá÷ W éäú .íééãåñéä íé÷åñôä úöåá÷
äãéçé F äéö÷ðåô úîéé÷ .G� : W ×W → W -å G¬ : W → W ,G0 : Π0 → W ,úåðåúð úåéö÷ðåô

:úîéé÷îä Π äîåçúù
.F (P ) = G0(P ) P éãåñé ÷åñô ìëì .à
.F (¬ψ) = G¬(F (ψ)) ψ ÷åñô ìëì .á (∗)

.F (ψ�χ) = G�(F (ψ), F (χ)) íäùìë ψ, χ íé÷åñôå � éñéñá éîå÷î åã øù÷ ìëì .â
íé÷åñôä øåáò .G0 äðåúðä äéö÷ðåôä é"ò íééãåñéä íé÷åñôä øåáò ùøåôîá úøãâåî F äéö÷ðåôä .øáñäøáñäøáñä
äéö÷ðåôä é"ò F (ψ) êøòä ïî ìá÷úî àåä àìà ùøåôîá øãâåî åðéà F (¬ψ) êøòä ¬ψ äøåöä éìòá
ïî ìá÷úî àåä àìà ùøåôîá øãâåî åðéà F (ψ�χ) êøòä ψ�χ äøåöä éìòá íé÷åñôä øåáò .G¬ äðåúðä

.G� äðåúðä äéö÷ðåôä é"ò F (χ) -å F (ψ) íéëøòä
íâ êùîäá ÷÷ãæð åðà .íé÷åñôä áéùçúì äîéàúîä äøåöá äéñøå÷øá äøãâää èôùî úà åðçñéð ïàë
äáåùçå ,ä÷éèîúîá éììë èôùî àåä äéñøå÷øá äøãâää èôùî .íéñçéä áéùçúì ìéá÷îä èôùîì
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èôùîä úà ìá÷ìå ,éììëä èôùîä úà çéëåäìå çñðì øùôà .íééòáèä íéøôñîä ìò äéñøå÷øä ãçåéîá
íé÷åñôä áéùçú øåáò ÷ø ïàë åúåà çéëåäìå çñðì åðôãòä ïàë ìáà ,åìù éèøô äø÷îë íé÷åñôä áéùçúì
àöîð øúåéá éììëä äø÷îá èôùîä úçëåä ìù ïåéòøä ìë ,úàæ íò .äæ áéùçúá ìåôéèä ïî âåøçì àì éãë

.éììëä äø÷îä úà íâ ì÷ðá çéëåäì ìëåé ïàë äçëåää úà ïéáéù éîå ,àáåúù äçëåäá øáë

éôì ,úéùàø .(∗) úåðåéååéùä úøæòá úàæ úåùòì åðéìò .F (P ∧ ¬Q) úà áùçì íéöåø åðàù çéðð .äçëåääçëåääçëåä
úà áùçì åðéìò äæ ïåéååéù ìù ïéîé óâà úà áùçì éãë .F (P ∧ ¬Q) = G∧(F (P ), F (¬Q)) íéé÷ 'â(∗)
øúåð .F (¬Q) = G¬(F (Q)) -å F (P ) = G0(P ) íéðúåð 'á(∗)-å 'à(∗) úåðåéååéùä .F (¬Q) úàå F (P )
åðìáé÷ù úåðåéååéùä ìë úà ãçé óøöð íà .F (Q) = G0(Q) íéé÷ 'à(∗) ïåéååùä éôìå ,F (Q) úà áùçì åðì
áùçì øùôàå F úà ìéëî åðéà ïéîé óâà äæ ïåéååéùá .F (P ∧¬Q) = G∧(G0(P ), G¬(G0(Q))) éë ìá÷ð

.úåðåúðä G úåéö÷ðåô úøæòá åúåà

ìëì F (φ) úà áùçì øùôà êøãä äúåàáù êë ìò äòéáöî F (P ∧ ¬Q) áåùéç ìù åðéàøù äîâåãä
àéä àéáðù äçëåää ."íéé÷ éðà ïëìå áåùéçì ïúéð éðà" ïåø÷éòä úà ññáð êëáå úàæ çéëåð úòë .φ ÷åñô

.åðîâãäù áåùéçä ìù äøéùé äììëä

øåáò íâ àìà P ∧¬Q øåáò ÷ø àì F úà åðáùéç äæ áåùéç êìäîá .F (P ∧¬Q) ìù áåùéçì øåæçð
.{P ∧ ¬Q,P,¬Q, Q} äöåá÷ä ïëì àéä íäìù F éëøò úà åðáùéçù íé÷åñôä úöåá÷ .¬Q -å Q ,P
÷åñô ìëìå ,ψ úà íâ äìéëî àéä äìéëî àéäù ¬ψ ÷åñô ìëìù àéä úàæ äöåá÷ ìù úéðééôåà äðåëú

.äàáä äøãâäì åðúåà àéáî äæ .χ-å ψ úà íâ äìéëî àéä äìéëî àéäù ψ�χ

. φ ìù íéáéëøä úà íâ äìéëî G φ ∈ Γ ìëì íà äøéöé úöåá÷äøéöé úöåá÷äøéöé úöåá÷ úàø÷ð Γ íé÷åñô úöåá÷ .äøãâääøãâääøãâä
øîåìë ,(∗) úåðåéååéùä úà äîåçúá úîéé÷î H-å äøéöé úöåá÷ àåä äîåçú íà áåùéçáåùéçáåùéç úàø÷ð H äéö÷ðåô

íéé÷ ¬ψ ∈ DomH ÷åñô ìëì ,H(P ) = G0(P ) íéé÷ P ∈ DomH éãåñé ÷åñô ìëì
.H(ψ�χ) = G�(H(ψ),H(χ)) íéé÷ ψ�χ ∈ DomH ÷åñô ìëìå H(¬ψ) = G¬(H(ψ))

íàå ψ ∈ DomH íâ æà ¬ψ ∈ DomH íà æà äøéöé úöåá÷ àéä Dom(H) -ù ïååéëîù ùéâãð
.ψ, χ ∈ DomH íâ æà ψ�χ ∈ DomH

.φ úà ìéëî åîåçúù áåùéç àåä φ ÷åñôì áåùéçφ ÷åñôì áåùéçφ ÷åñôì áåùéç

êåúéçá àöîðä ÷åñô ìëì êøòä åúåà úà íéðúåð íä øîåìë íéáùééúî íä íéáåùéç éðù ìë .'à äîì'à äîì'à äîì
.íäéîåçú

íà éë φ ÷åñôä úøéöé ìò äéö÷åãðéàá çéëåð .íéáåùéç éðù H2-å H1 åéäé .äçëåääçëåääçëåä
.H1(φ) = H2(φ) æà φ ∈ DomH1 ∩DomH2

.H1(φ) = G0(φ) = H2(φ) íéé÷ 'à(∗) úà íéîéé÷î H2-å H1-ù ïååéëî ,æà éãåñé ÷åñô àåä φ íà
ïäéúù äøéöé úåöåá÷ ïä DomH2 íâå DomH1 íâù ïååéëî æà φ ∈ DomH1∩DomH2 -å φ = ¬ψ íà

íéé÷ äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .ψ ∈ DomH1 ∩DomH2 íâ ,øîåìë ,ψ úà íâ úåìéëî
íéé÷ 'á(∗) úà íéîéé÷î H2-å H1-ù ïååéëî .H1(ψ) = H2(ψ)

.H1(φ) = G¬(H1(ψ) = G¬(H2(ψ))) = H2(φ)
äøéöé úåöåá÷ ïä DomH2 íâå DomH1 íâù ïååéëî æà φ ∈ DomH1 ∩ DomH2 -å φ = ψ�χ íà
äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .ψ, χ ∈ DomH1 ∩ DomH2 íâ ,øîåìë ,χ úàå ψ úà íâ úåìéëî ïäéúù

íéé÷ 'â(∗) úà íéîéé÷î H2-å H1-ù ïååéëî .H1(χ) = H2(χ) -å H1(ψ) = H2(ψ) íéé÷
.H1(φ) = G�(H1(ψ),H1(χ)) = G�(H2(ψ),H2(χ)) = H2(φ)

øúåéä ìëì úîéé÷ øîåìë ,F1 = F2 æà 2.25 èôùîá åîë úåéö÷ðåô F2-å F1 äðééäú .F äéö÷ðåôä úåãéçéäéö÷ðåôä úåãéçéäéö÷ðåôä úåãéçé
.äéñøå÷øá äøãâää úà úîéé÷îä úçà F äéö÷ðåô

F1 ïëìå ,äøéöé úöåá÷ éàãååá àéäù ,íé÷åñôä ìë ìù Π äöåá÷ä àåä F2 ìùå F1 ìù íåçúä .äçëåääçëåääçëåä
.úååù ïä íåçú åúåà úåìòá ïäù ïååéëîå ,úåáùééúî F2-å F1 úåéö÷ðåôä 'à äîì éôì .íéáåùéç íä F2-å

íãåçéà æà íéáåùéç ìù äöåá÷ W íà ,øúåé ÷ééåãî çåñéðá .áåùéç àåä íéáåùéç ìù ãåçéà ìë .'á äîì'á äîì'á äîì
.áåùéç àåä íâ

⋃
W

ïãåçéà íâ ,òåãéë ,ïëì .úåáùééúî ïäî íééúù ìë 'à äîì éôìù úåéö÷ðåô ìù äöåá÷ àéä W .äçëåääçëåääçëåä
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.äéö÷ðåô àåä J =
⋃

W

àåä DomJ ïëìå äøéöé úöåá÷ àéä DomH H ∈ W ìëì .DomJ =
⋃

H∈W DomH ïáåîë íéé÷
DomJ ïëìå ,äøéöé úöåá÷ àåä äøéöé úåöåá÷ ìù ãåçéà éë úåàøì ãåàî ì÷ .äøéöé úåöåá÷ ìù ãåçéà

.äøéöé úöåá÷ àåä
.φ ∈ DomH -ù êë ,H ⊆ J ,H ∈ W íéé÷ æà ,φ ∈ DomJ éäé .(∗) úà úîéé÷î J éë úåàøì åðì øúåð
íéé÷î J øîåìë ,J(φ) = H(φ) = G0(φ) íéé÷ 'à(∗) úà íéé÷î H-ù ïååéëî æà éãåñé ÷åñô φ íà

.'à(∗) úà
íéé÷ 'á(∗) úà íéé÷î H-ù ïååéëîå ,ψ ∈ DomH íâ æà φ = ¬ψ íà

.'á(∗) úà íéé÷î J øîåìë ,J(φ) = H(φ) = G¬(H(ψ)) = G¬(J(ψ))
íéé÷ 'á(∗) úà íéé÷î H-ù ïååéëîå ,ψ, χ ∈ DomH íâ æà φ = ψ�χ íà

.'â(∗) úà íéé÷î J øîåìë ,J(φ) = H(φ) = G�(H(ψ),H(χ)) = G�(J(ψ), J(χ))

.áåùéç ùé ÷åñô ìëì .'â äîì'â äîì'â äîì
.φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá áåùéç ùé φ ÷åñô ìëìù çéëåð .äçëåääçëåääçëåä

äøéöé úöåá÷ àåä {φ} äîåçú éë φ-ì áåùéç àéä {〈φ,G0(φ)〉} äéö÷ðåôä æà éãåñé ÷åñô àåä φ íà
.(∗) ìù íéàðúä ïéáî äøåáò éèðååìøä ãéçéä éàðúä àåäù ,'à(∗) éàðúä úà úîéé÷î àéäå

íà .áåùéç ùé φ-ì íâ éë çéëåðå H áåùéç ùé ψ ÷åñôì éë ,äéö÷åãðéàä úçðäë ,çéðð φ = ¬ψ íà
äæ äø÷îá éë çéëåðå φ 6∈ DomH éë ïëì çéðð .φ-ì áåùéç íâ àåä H æà φ ∈ DomH

.äøéöé úöåá÷ àéä DomH áåùéç àéä H-ù ïååéëî .φ-ì áåùéç àéä J = H ∪ {〈φ,G¬(H(ψ))〉}
íâå ,DomH é÷åñô ìù íéáéëøä ìë úà äìéëî àéä éë äøéöé úöåá÷ àéä DomJ = DomH ∪ {φ} íâ
ìëì .(∗) ìù úåðåéååùä úà úîéé÷î J-ù àãååì åðéìò áåùéç àéä J-ù úåàøì éãë .ψ àåäù φ ìù áéëøä úà
úà úîéé÷î H-å åìà íé÷åñô ìò H íò úãëìúî J-ù ïååéëîå DomH -á åéáéëø íâ DomH -á χ ÷åñô
.J(φ) = G¬(H(ψ)) = G¬(J(ψ)) ,J úøãâä éôì ,íéé÷ φ ÷åñôì .χ-ì ñçéá (∗) úà úîéé÷î J íâ (∗)
(∗)-ù çéëåî äæ ïåéååù ïëì φ ìù äãéçéä äàéø÷ä àéä φ = ¬ψ äãéçéä äàéø÷ä èôùî éôìù ïååéëî

.φ-ì ñçéá íâ íéé÷
H2 áåùéç ùé χ ÷åñôìå H1 áåùéç ùé ψ ÷åñôì éë ,äéö÷åãðéàä úçðäë ,çéðð φ = ψ�χ íà
ψ-ì áåùéç àåäå ,áåùéç àåä íâ H = H1 ∪ H2 ãåçéàä 'á äîì éôì .áåùéç ùé φ-ì íâ éë çéëåðå
äæ äø÷îá éë çéëåðå φ 6∈ DomH éë ïëì çéðð .φ-ì áåùéç íâ àåä H æà φ ∈ DomH íà .χ-ìå
úöåá÷ àéä DomH áåùéç àéä H-ù ïååéëî .φ-ì áåùéç àéä J = H ∪ {〈φ, G�(H(ψ),H(χ))〉}
é÷åñô ìù íéáéëøä ìë úà äìéëî àéä éë äøéöé úöåá÷ àéä DomJ = DomH ∪ {φ} íâ .äøéöé
úîéé÷î J-ù àãååì åðéìò áåùéç àéä J-ù úåàøì éãë .χ-å ψ íäù φ ìù íéáéëøä úà íâå ,DomH

ìò H íò úãëìúî J-ù ïååéëîå DomH -á åéáéëø íâ DomH -á ρ ÷åñô ìëì .(∗) ìù úåðåéååùä úà
,J úøãâä éôì ,íéé÷ φ ÷åñôì .ρ-ì ñçéá (∗) úà úîéé÷î J íâ (∗) úà úîéé÷î H-å åìà íé÷åñô

àéä φ = ψ�χ äãéçéä äàéø÷ä èôùî éôìù ïååéëî .J(φ) = G�(H(ψ),H(χ)) = G�(J(ψ), J(χ))
.φ-ì ñçéá íâ íéé÷ (∗)-ù çéëåî äæ ïåéååù ïëì φ ìù äãéçéä äàéø÷ä

.F äéö÷ðåôä íåé÷äéö÷ðåôä íåé÷äéö÷ðåôä íåé÷
ìë úà ìéëî DomF 'â äîì éôì .áåùéç àéä F 'á äîì éôì .íéáåùéçä ìë ìù ãåçéàä F éäú .äçëåääçëåääçëåä

.2.25-á ùøãðë àéä F -å DomF = Π øîåìë ,íé÷åñôä

,F äéö÷ðåôä ìù úùøåôî äøãâä åðéãéá ùé äéñøå÷øá äøãâää ìò èôùîä úçëåäî äàöåúëù øéòð
çèáåî äæë áåùéç íåé÷ øùàë ,φ-ì ïúåð åäùìë áåùéçù êøòä àåä F (φ) -ù àéä øúåéá äèåùôä äúøåöù
ùîúùî åðéà áåùéçä âùåî éë úùøåôî äøãâä äðéä úàæ .'à äîì é"ò úçèáåî êøòä úåãéçéå ,'â äîì é"ò

.F äéö÷ðåôá

ïäî .F (φ) = φ úåäæä úéö÷ðåô ìù ,2.25 ìù úðåëúîä éôì ,äéñøå÷øá äøãâä áåúë .à .ìéâøú 2.26ìéâøú 2.26ìéâøú 2.26
?2.25 ìù G� -å ,G¬ ,G0 úåéö÷ðåôäå W äöåá÷ä äæ äø÷îá
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é"ò úøãâåîä äéö÷ðåôä F éäú .á

F (φ) =

{ 〈φ〉 éãåñé ÷åñô φ íà
〈φ,¬, ψ〉 φ = ¬ψ íà
〈φ, �, ψ, χ〉 φ = ψ�χ íà

,G¬ ,G0 úåéö÷ðåôäå W äöåá÷ä äæ äø÷îá ïäî .F ìù ,2.25 ìù úðåëúîä éôì ,äéñøå÷øá äøãâä áåúë
?2.25 ìù G� -å

.2.17 äãéçéä äàéø÷ä èôùî úà úåøéùé øøåâ 2.25 äéñøå÷øá äøãâää èôùîù 'á-î ÷ñä .â
íé÷åñôä úöåá÷ åäæå éøîâì òåá÷ àì ïééãò àåä ãçà íé÷åñôä áéùçú ìù íéáéëøîä ìë ïéáî .äôùä 2.27äôùä 2.27äôùä 2.27
íéðîéñä íäéî ìò øáã åðøîà àì ìáà íéðîéñ ìù äöåá÷ úàæù àåä äë ãò åðøîàù äî ìë .íééãåñéä
àìù ãáìáå ,éäùìë íéðîéñ úöåá÷ úàæ äöåá÷ øåáò øåçáì íéìåëé åðà .äöåá÷ä ìãåâ åäîå úàæ äöåá÷á
íé÷åñôä úöåá÷ë úîééåñî äöåá÷ úøéçá .íééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷ä éðîéñ úàå íéøâåñä úà ìéëú
íé÷åñôä úöåá÷ úøéçáù øîàð ïëì .íé÷åñôä áéùçú ìù íé÷åñôä úà éøîâì úòáå÷ íâ íééãåñéä
íé÷åñôä úöåá÷ íò äôùä úà ääæð åðà ,äæî øúåéå ,íé÷åñôä áéùçú ìù äôùä úà úòáå÷ íééãåñéä
úôùì ïååëúð êëáå L äôùä ìò øáãð íééãåñé íé÷åñô ìù úîééåñî äöåá÷ àéä L íà êë .äìù íééãåñéä

.äá íééãåñéä íé÷åñôä íä L éøáéà øùàë íé÷åñôä áéùçú
ïéðòä ìù úåàøä úãå÷ðî .äôù ìëì ïåëð äéäé íé÷åñôä áéùçúá åðìù ïåéãá øîàðù äî ìë èòîë
÷åñòð íéúéòìå ,äééðî úá L äôù àéä íé÷åñôä áéùçú ìù úéð÷éú äôùù øîåì øùôà äæ øôñá åðìù

.äéðî úåðá ïðéàù åà úåéôåñ ïäù úåôùá íâ
:íéé÷ 2.20-á éðìåôä áéúëá íúøãâäá ïëå 2.9-á íéé÷åñôä íéøù÷ä úà åðøãâä åðà äá êøãá .äîì 2.28äîì 2.28äîì 2.28

íâ ìåëéä ,úåòôåä øôñîå ������� ïîéñä ìù úçà äòôåä úôñåúá χ-å ψ íäù íéòè÷ éðùî áëøåî ψ�χ
øôñîå ¬¬¬¬¬¬¬ ïîéñä ìù äãéçé äòôåä úôñåúá ψ àåäù òè÷î áëøåî ¬ψ -å ,íéøâåñ ìù ,0 úåéäì (1)

.íéøâåñ ìù ,0 àåä åìà íéø÷îáù ,úåòôåä
.íéé÷ (1)-ù ãéîú çéðð êìéàå ïàëî

íééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷ä ìù äøãâä ìëì .φ éåèéáá a ïîéñä ìù úåòôåää øôñî úà n(a, φ)-á ïîñð
:íéé÷ (1) úà úîéé÷îä

n(P, P ) = 1 P éãåñé ÷åñô ìëì
n(a, P ) = 0 øù÷ ïîéñ åà éãåñé ÷åñô àåäù a 6= P ïîéñ ìëìå
n(�������, ψ�χ) = n(�������, ψ) + n(�������, χ) + 1 ������� éîå÷î-åã øù÷ ïîéñ ìëì (2)
n(a, ψ�χ) = n(a, ψ) + n(a, χ) øù÷ ïîéñ åà éãåñé ÷åñô àåäù a 6= ������� ïîéñ ìëìå
n(¬¬¬¬¬¬¬,¬ψ) = n(¬¬¬¬¬¬¬, ψ) + 1 íéé÷
n(a,¬ψ) = n(a, ψ) øù÷ ïîéñ åà éãåñé ÷åñô àåäù a 6= ¬¬¬¬¬¬¬ ïîéñ ìëìå

.L2-á ÷åñô íâ àåä φ æà L2 äôùá íéàöîð åéðîéñ ìëù L1 äôùá ÷åñô φ éäé .ìéâøú 2.29ìéâøú 2.29ìéâøú 2.29
.L1-á φ ìò äéö÷åãðàá úàæ çëåä :æîø

äôù åæéàá ùàøî úòãì íéëéøö åððéà ÷åñô àéä φ úæåøçî íà úòãì éãëù àåä øîåà äæ èôùîù äî
íéòéôåîä íééãåñéä íé÷åñôä ÷åéãá íä íééãåñéä äé÷åñôù äôùá ÷åñô àéä íà úåàøì éã .øáåãî
÷åñô àéä φ æà úéáåéç àéä äáåùúä íàå ,äôù íåùá ÷åñô äðéà φ æà úéìéìù àéä äáåùúä íà .φ-á

.φ ìù íééãåñéä íé÷åñôä úà äìéëîä äôù ìëá


